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Algebra y Geometria Analitica: Notas de Clase

ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

UNIDAD TEMATICA N° 1

TRIGONOMETRIA Y VECTORES

Unidad Tematica 1: Trigonometria yVectores.

1)Angulos y unidades de medicion. Definicion del radi2nTriangulos redingulos.Teorema de PitAgoraRazones trigonométricas. Identidades
Trigonométricas3) Triangulos oblicuosTeorema del seno y del coseddVectores en el plano: definicion geométrica y algebraica. Representacion.
Magnitud y sentido5) OperacionesSumay Producto por un escalaB) Definicion dei y j. Vectores unitarios?) Producto escalar: definicion y
propiedades. Angulo entre vectores. Proyecc8)nGeneralizacion a R Definicion del vectork. 9) Producto vectorial: definicién y propiedades.
Maodulo del producto vectorial: interpretacion geométrd€n Triple producto escalar: interpretacién geométric

1) ANGULOS Y UNIDADES DE MEDICION. DEFINICION DE RADIAN

— Un angulo consta de tres partes:rago inicial, unrayo terminal y unvértice (el
/ punto de interseccién de los rayos), como muestra la figimanguloesta en
: posicion normal si su rayo intial coincide con el semieje positivo de y su
vértice esta en el origen. Utilizamos letras griegas mindsculas para nombrar angulos
Rayo inicial o representar sus medidas. Los angulos comprendidosCeptre0 se denominan

/ agudos y los angulos comprendidos ent®® y 180 se llamanobtusos. Los

II
\
angulospositivos se miden en elentido antihorario y los negativos en el sentido
horario. Generalmente, se inscribe el angulo wera circunferencia cuyo radio
o tiene, por conveniencia, una longitud igual a 1 (uno). Dicha circunferencia se
denomingircunferencia trigonométrica.

Ejercicios: Realice los siguientes ejercicios graficando los &ngulos en una circunferencia trigonomi

1. Grafique un angulo d@°, 90°, 180°, 45° 135°Asi gne MfAagudoo, If Iodoi
segun corresponda. !
2. Grafique un angulo dd5 negativo. ¢ Cudl es su medida tomada en el sentido positivo? Hi
mismo con un angulo d@0 negativo. '

Ademas de grados, los angulos pueden medirse en otra unidad denaradtiiades. El radian es la unidad
de medicion de angulos correspondiente al Sistema Internademnaidades y medid#Sl). A continuacion
se da su definicion.

Definicion: (radian)

Sea un angulo de apertura arbitranscripto en una circunferencia, con el vértice del angulo com
centro. La medida de este angulo en radiared) e€sigual ala longitud del arcoque subtiendesl
angulo.

Para obtener la equivalencia entre radianes y grados sexagesimales se spporgimplicidad,que la
circunferencia utitada en la definicion de radian es una circunferencia trigpnomé@nozoel perimetro de
un circulo es2pr , el dela circunferencia trigonométriaas 2p . Esto implica que la medida en radianes de
un angulo que mide360 es 2p . En otras palabra860 =2p radianes, o bien, dividiendo ambos
miembros de la igualdad en 2 se tiene
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Existen ciertos angulos que tienen un valor especial, dado que divideciraunferencia en la que estan
inscriptos en 12 y 8 partes igual&s. conveniente conocer la convérstde grados sexagesimales a radién
estosangulos y sus multiplos. Bra ello, resuelva el siguiente ejercidRecuerdeSIEMPRE estos valores
ReclerdeSIEMPRE la porcién de circunferencia que representa cada angulo.

Ejercicio: i
Complete la siguiente tabla. En la primera columna aparecen loesngedidos en grados. Completei
segunda columna con los respectivos valores medidos en radianes utilizando solo fraccpnes |
utilice decimalesPor ultimo, represente en la tercera columna el angulo de cada fila como la porcic’:
circunferencia trigonométrica correspondiente, sombreando dicha region. :

GRADOS RADIANES (EN PORCION DE LA CIRCUNFERENCIA
FRACCIONES DEp) TRIGONOMETRICA

OO

30°

45°

60°

90°

0000

120°
135°
150°
180°
210°
225°
240°
270°
300°
315°
330°
360°

- ]
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2) TRIANGULOS RECTANGULOS Y TEOREMA DE PITAGORAS.
RAZONES TRIGONOMETRICAS. IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS.

La trigonometria plana tiene como objetivo resolver triangulos. Cada tridngulo esti constitugds por
elementos: tres lados y tres angulos. Resolver un tridngulo significa determinalr valor de todos los
elementos del mismo. Pl general, cuando se va a resolver un triangulo, ya se cuenta con algunos valores;
los elementos desconocides averiguan utilizando estdatos y ciertas relaciones entre elloss relaciones
pueden estar estlecidas entre los lados del triangulo, estredngulos o bien entre amgs y lados.Como

se sabe, los triangulos admitervatsas clasificaciones, a sabsegun la longitud de sus lados (escaleno,
isdsceles, equilatero), segun el valor de sus angatagangulo, rectangulo, obtusangulo), entre oBas.
importar el tipo de triangulo que se quiera resolver, siempre serd posible dividirlo en dos tridngulos
rectdngulos utilizando el segmento que representa su altura. Es por ello que el andlisisiaiegliss
rectangulos cobra verdadera importancia. En esta seccion se estudian todas las herramientas disponibles pal
resolver triangulos rectangulos.

Un tridngulo rectdngulo es un triangulo con un angulo recto. El lado
opuesto al angulo recto se denoahipotenusa (h) y los otros dos lados
se llamarcatetos (cly c2).

cl h La medida de ®os lados no es arbitrariaxiste una relacion entre la
longitud de la hipotenusa y la longitud que deben tener los catditnsle
gue el triangulo resulte ser rectatg Esa relacion esta determinada por el
Teorema de Pitagoras.

c2

Teorema: (de Pitagoras)
En todo tri8ngul o delaipoemusawes igualfadalsuma dealos rcuadraros ¢
catetoso. Es decir,

h? = (c)? +(c2)?

Los siguientes ejercicios se proponen a fin de aplicar el teorema de Pitagoras.

Ejercicios: :
1. Los catetos de un triangulo rectangulo miden 12 cm y 5 cm. ¢Cuanto mide la hipoﬂl
Represente graficamente. !

2. Dado el tridngulo de I&igural, calcule la longitud del lado restante segun los lados que si
como dato. '

a) cl=45 h=9 by ¢2=6 h=12
3. Diga si los siguientes triangulos son rectangulos. :
a)cl=6 c2=8 h=10 b) c1=9 c2=5 h=11 |
4. Proponga un ejemplo de triangulo rectangulo distinto a los enunciados hasta aqui. '

_____________________________________________________________________________________________

Dado cualquier triAngulo rectangulo se puedmnsiderar las siguiente:

divisiones (razones) entre dde sus ladadPor ejemplo, gra el triangulo d la
figura de la derechapuede tomarse el y dividir su longitud con la de la
hipotenusa y luego con la d=#, obteniendo las dos primeras razones: cl h
cl cl
h c2
c2
Profesora Adjunta: Lic. Melina Bordcoch Pagina5
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Se realiza el mismo procedimiento corc2lobteniendo:

c2 c_2

h cl

Finalmente, las razones que se obtienen tomando a la hipotenusa como numerador son:
h h

c_l c2

Estasseisrazones no dependen de la longitud de los ladus méas bien de la proporcion entre ellos y esta
proporcion es unanedidadirectade los angules del triangulo. Los seis cocientes escritos anteriormente se
denominanrazones_trigonométricas y cada una de ellas recibe un nombre especifleterminado por
definicion, dependiendo del angulo para el que se escBiegaa uno de los angulos de un triangulo
rectangulo, las razones trigpnométricas se definen de la sigmantra:

Definicidn: (razonegrigonométricas)
En un triangulo rectangulo cancomo uno de sus angulos agudos, las razones trigopnométricas se d
como:

catetmpuestd _ catetcadyacent _ catetmpuesto
sem=—————| |coxa = _ tana =
hipotenusa hipotenusa catetaadyacenty
hipotenusa _hipotenusa _ catetaadyacenti
cs@a=———| |se@= cota =
catetampuestd catetcadyacent catetoopuesto

A continuacién se muestra un triAngulo rectangulo con todos susalsidoados y umde losAnguls agudos
marcadacomoa; junto ala figura se muestran lagisrazones trigopnométricas correspondientes.

c.o. cl c.a. c2 c.o. cl
seg =—=— cosg = —'=—— tang = ——'=—>=
h h h h c.a. c2

cl h
h h h h c.a. c2
cs@=—=— se@ =—=— cotg = —===%
o c.o cl c.a c2 c.o. cl

]

c2

El siguiente ejercicio aplica las definiciones anteriores a un triangeténgulgarticular.

_____________________________________________________________________________________________

- . . oy , . . .z . . 1
E|erp|C|os. L.J'[I|IC.e. como guia las denominacionesl driangulo de la figura anterior y resuelva |
siguientes ejercicios. Grafique a escala.

1. Suponga el triangulo rectangulel =6 c2 =8 h=10. Calcule las seis razones trigcmétricasi
parad .
2. Suponga el tridngulo rectangutd =5 c2 =12 h =13 y obtenga las seis razones tngmétricasi
parab. (b es el angulo agudo contenido enttey h) !
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Las razones trigopnométricas facilitan la resoludérun triangulo rectangulo. En los ejercicios anteriores, por
ejemplo, es posible calcular el valor de los angalgd. Tomando el ejercicio N° 1, se tiene:

sera =0,6
Para encontrar el valordes e debe A pas aserbh alca ao pheerla cdt-rima madnaral o d e
correcta de hacerlo es

a =arcsin(,6)

dondefiarcsin(0,6ds e | eercomsesefia de 0, 60. En | a calcul ador a
la tecla SIN seguida a su vez del valor 0,6 y finalmente la tecla = para obtener asi:

a=3687 ° 37
Compruebe que esa es la medidadesando el transportador sobre @rigulo que Ud. ya dibuj6é a escala.
Compruebe también que=37° es el resultado que se obtendra a partir del cafe la tan. Por otro lado,
como la suma de los angulos interiores a un triangulo plano es igual a 180° es posible determinar la medida de
b del triangulo del ejercicio N°1 restando a 1&)%valor de los dos angulos ya conocidos: el de 98° y
Entonces:

b =180°1 90°T a =90°7 a = 90°7 37° =53°

De esta manera,sando el teorema de Pitdgoras y las razones trigonométricas es posilver heso
triangulosrectangulo®n base a muy pocos datbea los siguientes ejemplos.

Ejemplo N°1: Sea un triangulo rectangulo cuyos catetos miders 3, c2 = 6; para resolverlse
calcula,

h=v3+6> =J/45=6,71
tana = dd :g =05 A a=arctan(,5)=2656

tanb=—=—-=2 b=arct =6344
a4 3 A arctan®) =63

Ejemplo N° 2: Se considera el triangul@ctangulocl=4 a =50 , dondecl es el cateto opuesto a
a.Una manera de resolver es comenzay por

cl
tana = —
c2
Despejand@?2 se tiene,
cl 4

335

c2= = =
tana tan(G0)
Ya se conoce la medida de los catetos. Ahora se calcula la hipotenusa:

h=,335 +4° =522
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El Unico dato que permanece desconocidel égulob el cual se calculard por la diferencia entre
90° yel a obteniendo:

b=90 - a=90 - 50 =40 .

Se proponen los siguientes ejercicilesaplicacion. Recuerde que no existe una Unica forma de resolver un
triangulo, use las herramientagjadidas deunamanerague stad entienday que a su vez sea correcta

Ejercicio: Resuelva los siguientes triangutestanguloy grafique a escala.
a)cl=5 a =30 (cl es el cateto adyacente e
b)c2=35 a =45 (c2es el catetopuestalea)

Retornemos ahora a la circunferencia trigopnométrica. Se marca un angulo arbitrario por ejlemplo, el
anguloa de la figura. El rayo terminal interseca la circunferencia en el puroofectando ese punto sobre
el ejex se marca el punto B. De esta manera, se ha determinado un tridngulo reaiémgatip por los
segmentos contenidos entre los puntos AO8nociendo que el radio de esta circunferencigles al, las
razones trigonmétricas del angula son

. . b _b
sina=—=—-=D
h h
a_a
A co;r=—=—=a
= 2 R T h 1
b _sina
tga=—=
a cosa

De esta manera se ha obtenido un resultado sumamente Util en trigonometria y es la posibilidad de escribir la
tangente de un angulo en términos del seno y el coserse aieismo angulo, es decir:

_sina
cosa

tana

Esta identidad es valida para cualquier valor de la hipotenusa, no necesariamente 1, como se uso6 aqui.
Ahora bien, dado que tenemos una expresion para los catetos del triangulo rectangulo inscripto en la
circunferencia trigonométrica anterior, se escribe a continuacion el Teorema de Pitagoras para dicho triangulo:

a2 +b2 - h2
(cosa)® +(sina)? =1
cofa +sin‘a =1

RECUERDE siempre esta expresion, es WiZENTIDAD esencial y se utiliza en cualquier curso de
Matematica, del Calculo al Algebra, incluso cuando estudie los nimeros complejos.
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P T T T T T T
: Ejercicio: !
i Demuestre que saidentidads trigonométricas mencionadas anteriormesigeen siendo valida para,
I cualquier valodel radio de la circunferencia (hipotenusa). '
1 1
1 1

Otras identidades que surgen a partir de la definicion de las razones trigonométricas son:

1 1 1
seqy=—— cs@=——- cotg=——-
coyy sing tang

Combinando estas Ultimas identidades cofig+sir‘g=1 se obtienen nuevas identidades, a saber,

1+cofg=cséqg 1+tarf g =seéqg
En resumen:
Teorema: (identidades trigonométricas)
Las siguientes igualdades se denominan identidades trigopnométricas fundamentales:
- sin
cogg+sinfg=1 tanqz'—q
cosy
1 1 1
seq =—— cs@y=——- cotg=——-
coyy sing tang
1+cof g=cséq 1+tarf g =seéq

1 Ejercicio:
. Asigne un valor al &ngulgy verifique que todas las identidades son ciertas.

Observe que los catetos del triangulo inscripto en la circunfergncia
trigonomeétrica son iguales a las razones trigonométricas. Dicho al j

revés,las razones trigonométricas del angalestan representad - s ies . /
por los catetos detiangulo rectanguloEs posible inferir que par i
cada triangulo rectangulo inscripto en una circunfererlcia
trigonométrica existe una manera geométrica de representar las’ sin L |b b %
razones trigonométricagl como se muestren la siguiente figural ~ { ‘
de la derecha. g
Observe que el seno del angulo esta representadel pegmento i
gue resulta d& proyeccion vertical de su rayo terminal y el cosgno
por el segmento que represefdgroyeccion horizontal del mismo.

Cuando el angula marcado en la circunferencia sea agudo, el rayo } """""
terminal cae en el primer cuadrante, las proyecciones horizontay

vertical de este rayo caen sobre el semieje positivoydel semieje positivo dg respectivamente vy, por lo

tantg el valor del sea y del cosm son ambos positivos. En cambio, cuando el angutea obtuso, el rayo
terminal caera en el segundo cuadrante. La proyeccion horizontal de este rayo cae sobre el semieje negativc
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dexy la vertical sobre el semieje positivo ylde esta manera ca®s negativo y senpositivo. El siguiente
ejercicio se plantea a fin de establecer el signo de las razones trigopnométricas segun el cuadrante al que
pertenece el rayo terminal.

a. Trace una circunferencia trigonométrica y un sistema dexgjEm origen en su centro.

b. Marque un angul@ cuyo rayo terminal pertenezca al primer cuadrante. Sefiale la proyec
horizontaly vertical del rayo terminal. Establezca el signo daseos y tara.

c. Repita el punto b. para cada cuadrante.

d. Con los datos obtenidos anteriormentemplete la siguiente tabla con los signos # gegun
corresponda.

Seru
cosa
tana

1
1

}

1

1

[}

1

1

}

I Il Il v |
[}

1

1

}

1

1

[}

Ahora se analizaran los valores que toman las razonesdngiricas en los angul@=0° y a=90°. Al
dibujar estos angulos inscriptos en una circunferencia trigopnométrica se observa que el rayo terminal de cada
uno de los angulaso tiene proyeccion sobre alguno de los ejes.

Proyeccion mula sobre ¢l eje v Proyeccion nula sobre el eje x

A su vez, cada rayo rtminal tiene proyeccién total sobre el eje restante. Cuando el angulo es de 0°, el rayo
terminal cae completamente sobre el xjesu proyeccion es completa sobre el xjmientras que tiene
proyeccion nula sobre el eje Es claro en este caso que la magion horizontal es igual a 1 (uno) y la
proyeccion vertical es igual a 0 (cerbd. opuesto ocurre con el angulo de 9B8.concluye entonces que:

sen0° =0 cos0° =1 tan0° =%/1=0

sen90° =1 cos90° =0 tan90° =Yo= infinito
Existen cierts valores dea para los cuales las razones trigonométricas toman valores especiales; dichos
angulos se denominagngulos notables. Estos angulos se encuentran inscriptos en figuras geométricas

sencillss, a saber, un cuadradgon su diagonal marcadauya lomitud es igual a 1 (unoy un triangulo
equilatero cuydadomide 1 (uno)y su altura marcaden él Los angulos notables son:

a=45°=p/4, a=30°=p/6 y a=60°=p/3.
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Si se observa atentamente se vera que cada fir %
ofrece un tridngulo rectantp que contiene ks P

angulos notables;utilizando el teorema de Pas= T w
Pitagoras es posible calcular las razon "u
trigonométricas de dichos &ngulos, con >
propone el siguiente ejercicidresuélvalo sin L
utilizar la calculadora H.l

Ejercicio: Usando el teorema de Pitagoras en los triangulos rectangulos de las figuras anteriores,
las siguientes razones trigopnométricas: !

1

1

;s 7 ;s oz s 1

a. sen4b=é éé cos4h=é éé tandb=¢é é é i
b. sen30=é é é cos30°=é éé tan30=¢é é é :
c. sen®@°=€é éé cos60=é éé tan60=¢ é é '

De esta manera, se tienen lodoveas de todas las razones trigopnométrjzars los Angulos 0°, 30°, 45°, 60° y

90°. Como se vera en el siguiente ejercicio, a partir de estos cinco valores pueden determinarse facilmente las
razones trigonométricas de los angulos 120°, 135°, 150°, 180Resuelva el ejercicio trazando el angulo
correspondiente en una circunferencia trigpnométrica y relaciorlandanfiguracion con el cuadrado de
diagonal 1 (unob el triAngulo equilatero de lado 1 (uno).

Ejercicio: Complete la siguiente tabla. En los casos en que el resultado de la razén trlgonometrlcu
namero irracional, debera escribirlo en forma completa y en forma decimal conservando tre.
decimalesSea cuidadoso/a al momento de asignar el signo al resultado obtenido.

ANGULO SENO COSENO TANGENTE
(RADIANES)

cn|~g‘ © cn|%14>|%°w|%’mlboo|b4>lbowlb o
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3) TRIANGULOS OBLICUOS: TEOREMA DEL SENO Y TEOREMA DEL COSENO

No todos los triangulos contienen un angulo recto. Existen triAngulos con un angulo obtuso y dos agudos
(obtusangulo) y triangulos con sus tres angulos agudos (acutangulo). En ambosacksoso delichos
triAngulcs se denominaridngulo oblicuo. En la siguiente figura se muestran algunos ejemplos.

Como se dijo previamente, todo triangulo oblicuo puede reducirse a dos triangulos rectangulos marcando la
altura del mismo. De esta manera un triangulo oblicuo quedaria resueltoesusken los dos triangulos
rectangulos que contiene. Sin embargmnviene buscar una manera de resolver directamentiéangulo

oblicuo sintener que resolver dos triangulos rectangulos. Estas herramientas existen y se dérennmaa

del Coseno yreorema del Send&ea un triangulo oblicuo arbitrarammo el que se muestra en la figdea

abajo El Teorema del Coseno se utiliza para resolver un triangulo oblia@ndo se conocen dos lados vy el

angulo comprendido entre ellos. Se expresa de la siguiermanera:

Teorema del Coseno:
En cualquier triangulo ABC se tiene:

a’ =b* +c? - 2bccosa

O bien,
b? =a®+c? - 2accosb
¢’ =a’+b’- 2abcosg
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Ejemplo N° 1: Se propone efridngulo oblicuob =4, c=5, a = 110°y se pide resolverlo.

En primer lugar verificamos que los datos sean los adecuados. El ejercicio da el yajoc,dmor lo
tanto, el &ngulo necesario para poder utilizar el Teorema del coseno es el comprendinlp endse
decir,a. Una vezhecha la verificacidn, se procede a resolver. Se determina el vaor de

a?=b?+c?- 2bccosa =4*+5°- 2.45.codl10 =54.6
a=+v546=7.3
Ya se tiene el valor de los tres lados. Resta determinar los valores de dos angulos; se resolvera
primerob aplicando el Teorema del Coseno de la siguietaeera:
b? =a® +c*- 2accosp)
2accosp) =a’+c’ - b?
a’?+c?- b? _ 27,32+5% - 4? _

cosp) =
©) 2ac 2735
b =arccod}87) =40

0,87

Para determinar el Anguijphacemos:
g=180°1 ai b=180°1 110°1 40° =30°

En conclusiona=7,3, b=4, c=5, a=110° b =40°, g=30".

Ejercicios: Aplique el teorema del coseno.

1 1
1 1
1 1
1 1
. 1. Resuelva el triangulo oblicub:= 10, c =7, a = 50°. Represente graficamente a escala. :
1 2. Resuelva el tridngulo oblicua:= 3, ¢ = 6, b = 100°. Represente graficamente a escala. :
1 1
1 1

Por otro lado, elTeorema del Seno permite resolver un tridngulo
oblicuo a partir ddres datos cualesquiera del tridngulo. (Aclaracion:
algunos casos pueden no tener solucién). Dado el triangulo oblicuo de
la Figurade la derechael Teorema del Seno se escribe de la siguie
manera:

Teorema del Seno:
En cualquier triangulo la razén de las longitudesutdquier par de lados es igual a la razén de los s
de los angulos opuestos correspondientes entre si. Asi,

a b _ ¢
sina sinb sing

El Teorema del seno resulta ser una triple igualdad; los tres datos del problema deben pertenecer a sélo dos d
las tres fracciones para poder resolver exitosamente. Por ejemplo, si los datasbsa) Ge utiliza la

primera igualdad para obtenei(g se obtiene por medio dp= 180°7 a i b; finalmente se resuelve patph
resolviendo exitosamente. Por el contrario, si los datosastind) es imposible ubicagstosdatos en sélo dos
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fracciones, cadaino pertenece a una fraccién distinta y dicho tridngulo debera resolverse aplicando el
Teorema del Coseno.

Ejercicios: Resuelva los siguientes triangulos oblicuos usando el teoremi
seno.Grafique a escala. I
1. a=3, h=35°g=85° :
2. b=50,b=100°g= 30° E — =
1

i Ejercicio: Demuestre el Teorema del Coseno y el Teorema del Seno. I

4) VECTORESENEL PLANO

El proceso de medicién es vital en Fisica. Definir la magnitud que se mide es fundamental al momento de
escoger ls instrumentos y el procedimiento para la medicion. Existen dos tipos de magnitudes medibles en
Fisica: magnitud escalar y magnitud vectorial. Cuando se mide una magnitud escalar se espera que el
resultado de esa medicién sea muimero real acompafado dealunidad correspondiente. Ejemplos de
magnitudes escalares son la masa y la tempemdauna sistemaEn cambio, al medir una magnitud vectorial

el resultado debe ser wector acompafiado de la unidad correspondiente. Ejemplos de magnitudes
vectoriales so la posicion, velocidad, fuerza, campo eléctrico.

En esta secciése comienza con el analisis del problema de ubicar puntos tanto en la reétaacmmo en

el plano.Luego se definelos vectores en el plajonto consus elementos y propiedades.

Seauna recta numérica. Para determinar de manera univoca un punto sobre ella bastarcsol@@imero,

por ejemplo: 2j3,p, T +/2 . Por esta razon la recta numérica es un espacio de una dimension, simbolizado por
R y cuya cordenada se representa gor

o 4
W3

| | |
I T T
-3-2 -1 0 1

Sea el plano. Para determinar un punto de manera univoca es necesario utilizar dos valores numéricos (note
gue el plano queda atravesado por dos rectas numéricas perpendiculares entre si que se cortan en 0), un
correspodiente a la coordenada horizontal y otrof a

la vertical. 4L d
Las letras designadas para representar cada una fde A
las coordenadas de un punto en el planoxson c 3T -
Para sefialar el punto A se hace: .24
D B
KA,/(LB)\ ‘| L al || |
|
| l | I I I |
Va].or de X Valor de }; '3 _2 ']. _1 ]. 2 3 x
E. 24 G H
Para indicar el punto B: 3 .
B=(3.1) F. 4+
valor de X valor de ¥y B
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La designacién de un punien & plano esti dada por war ordenado de nimeros reales, es decir,
P=(ab)

El orden de los nimeros corresponde siemprseyn €s decir, primero el valor de la coordenadaluego el
valor de la coordenadadel punto. El plano, por ser @spacio & dos dimensionese representa usualmente
con el simbold&?,

. Ejercicios:

' 1. Asigne las coordenadas a los puntos C, D, E, F, G, H.

! 2. Introduzca un sistem@,y) en el plano (hoja del cuaderno) y ubique los siguientes puntos:
! P=(21)Q=13,2) R=(4j2) S=(2,i3)

I 3. Introduzca un sistem@&,y) en el plano y ubique los siguientes puntos:

: L=(0,3) M=(0,i4) N=(2,0) N=(3,00 O=(0,0)

1

La linearectaque une dos puntos se denomina segmento. En el caso de la figura anterior podrian unirse los

puntos Ay B a través del segmento recto que hay entre ellos. Erefisioportante la direccién en la que se

unen los puntos, por ejemplo: no es lo mismo afirmar que una particula se mueve desde A hacia B o que lo
hace desde B hacia A. Si bien la distancia recorrida es la misma, el sentido del movimiento no lo es y por lo

tanto el movimiento resultante es diferente. Cuando al segmento entre dos puntos se le asigna una direccior

particular se esta construyendo un vector. Entre los puntos A y B existen dos posibles v?éiqregA.
SeanP y Q dos puntos en el plan&l segmento de recta dirigido de P a Q, denotadopor PQ, es el

segmento de recta que valla Q (Figura N°H&). Observe que los segmeniies recta dirigidosP_Q y @
son diferentes puesto que tiertéreccioneopuesss (Figura N°D).

¥ 0 y Q y

N 1 »
Vi

0 0 0
a) PO by OP / / /

¢/

Figura N°1: definicion geométrica de vector

El puntoP en el segmento de recta dirigi@ se denomingunto inicial del segmento y ghuntoQ se
denominapunto terminal. Las dos propiedades mas importantes de un segrdentecta dirigido son su

magnitud (longitud) y sudireccién. Si dos segmentos de recta dirigidB€) y RS tienen la misma
magnitud y direccién, se dicpie sorequivalentes sin importaren donde se localizan respecto al origen. Los
segmentos de recta dirigidos de la figufeigura N°k) son todos equivalentes, por lo tanto son
representaciones del mismo segmento dirigido.
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Definicién: (geométrica de vector)
El conjunto de todos los segmentos ega dirigidos equivalentes a un segmenteedta dirigido dado se
llamavector. Cualquier segmento de recta en ese conjuntesemina unaepresentacion del vector.

Se observa que un vectoradb v se puede representar de y

multiples formasSea PQ una representacion de Sin cambiar &
. - - =A ()

magnitud ni direccién, se puede mouef) en forma paralela de Q

manera que su punto inicial se traslada al ori@enparticuar, P

esta traslaciongeométricadel vector hacia el origen puede

hacersaisando regla y escuadr&e obtieneasiel segmento de

recta dirigidoO—R, gue es otra representacion del veetdkhora bt--------» @ R
bien,suponga que el puni®tiene coordeadas cartesianas, (). / !
Entonces se puede describlrsegmento de recta dirigiddR _'[} !
por las coordenadas, (b). Es decir,OR es el segmento de recta
dirigido con punto inicial (0, 0) y punto terminal, ©). Puestoque una representacién de wector es tan
buena como cualquier otra, se puede escribir el veatomo @, b). Dado que cualquier vector admite una

representacion con punto inicial en el origen del sistema de coordenadas se escribe la siguierite definici
vector.

Definicion: (algebraica de vector)
Un vector v en el planoy es un par ordenado deméros realesa( b). Los nUmerosy b se denominan
elementos o componentes del vectorv. El vector cero es el vector (0, 0).

Como se ha dicho anteriormente, una representacion arbitraria de un vector cualquiera puede trasladarse df
manera geométrica al origen utilizando adecuadamente una regla y una escuadra. Esta traslacion tambiér
puede llevarse a cabo algebramemte. Sea un vector = PQ y sean los puntoB=(P,,Py) y Q=(QxQy). Las

componentes &b) de v se obtienen restando las coordenadas del punto @nabn las coordenadas
correspondientedel punto inicialP, es decir:

v=Q- P=(Q,- P,Q,- P)=(ab)

De esta manera es posible escribir la forma algebraica de un wediompartir dealguna de sus

representaocines geométricad? Q. En los siguientes ejercicios se pone en practica la representacion
algebraica de un vector y su retaticon la definicion geométrica.

1. En un mismo par de ejes coordenados represente los siguientes vectores.
v, =) v,=(-13) v;=(-2-3) v,=(-2) 0=(00)

versiones del vector, es decu = ﬁ) y v=(a,b).

1
[}
1
1
1
1
1
[}
1
1
_— 1
2. Encuentre la expresion algebraica de los siguientes vedtpeRepresente graficamente amb{
|
1
a. P=(2,i1)yQ=(3,9 b. P=(2,3)yQ=(3,1) c. P=(2,9yQ=(1,i2) '

1

[}
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Se hace hincapié en que las definiciones geométrica y algedmiza vectodescriben, precisamente, los
mismos objetosA partir de ladefinicién algebraica de vectoes posible pensar en un punto en el ptano
con coordenadaga,b) como un vector que comienza del origen y terminaags). Conviene aqui introducir
un cambio en la notacion de vectores en forma algebraica. En lugar (@b) se usar& = (vy, ) COmo una
manera de distinguir entre la notacioén gawatos en el plano y para componentes de un vector.

Puesto que en realidad un vector es un conjunto de segmentos de recta equivalentes|ssmalgiited de
un vectorcomo la longitud de cualquiera de sus representacionesdjratciéon como la direcién de
cualquiera de sus representaciohesdireccionde un vectorv = (v, v) esel angulod que forma el vector
con el lado positivo del eje Por convencion, se escodéal que0¢ g ¢ 2p .

En la figura de la derecha se ha repres#mtun vector cuyo puntg
terminal eqa,b). Como se dijo previamente, es posible escribir ¥ R(a, b)

V= (a!b) = (VX! VY)

1|I|(||’: s

174

En estafigura se observa cémo el vectory los segmentos qug
representamnsus componentesa = W y b = v forman untriangulo
rectangulolas componentes son los catetos y el vector es la hipotefnusal
Asi, el modulo del vectov, que se representa confjgl||, se calcula
utilizando el Teorema de Pitdgoras: 0

V= v+ v

y la direccién usando la tap

_____.:‘:_____p....

=]
(1
y
-

a

siempre quev, , O.

El vector cerpcuya representacion algebraicades (0,0),tiene punto inicial y final en el origen del sistema
de coordenadas. Por lo tanto, puesto que los puntos inicial y terminatleninge dice quel vector cero
tiene magnitud cero y, ademas, elector cero o bien no tiene direccién o bien tiene todas las direcciones.

1

! 1. Tome los vectores del punto 1. del bloque (*) y calcule su médulo y direccion. Como gaéos,
I graficados, use regla y transportador para verificar geométricamente sus resultados. !
| 2. Tome la representacion algebraica de los vectores del punto 2. del bloque (*). Calcule su n
1
1
1

y direccion y verifique geométricamente. I
1

Para que las definiciones de modulo y direccién de un vector sean Utiles, deben conocerse las componente:
del vectw, es decir, el vector debe estar escrito en su forma algebraica. En algunas ocasiones esto no es
posible. Muchas veces es mas sencillo medir o conocer el modulo y la direccion del vector, pero no sus
componentes directamente. Aunque un vector queda aamente determinado a partir de su mdédulo y
direccion, como se vera en las prOximas secciones, aun asi sera conveniente conocer el valor de sus
componentesSi se observa el triangulo rectangulo que forman el vecyosus componentesjendog el
anguloque determina la direccion glese puede escribir s@ry cosgde la siguiente manera:

vV, : v,
0y = sing =
VIl [Vl
A partir de estas expresiones se despejan las comporeytgs
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v, =l|vllcosg vy =llv]lsing

De esta manera se muestra como el aspecto geométrico y el algebraico de los vectores quedan intimament
ligados.Dado un vector en su version algebraica (v, W) es posible conseguir la versibn geométrica, es
decir, V|| y g. Por el contrario, dadla version geométrica de un vector es posible conseguir la version
algebraica. Esto ultimo es lo que se propone en el siguiente blogue de ejercicios.

Ejercicios: A continuacién e dan el médulo y la direccion de algunos vectores en el planog@r afi
escala cada uno de elloslytenga las componentes del vector:

a. |u]|=5 g=45°
c. |wj||=6 g=330°
d. |g||=4 q=225°

1 [}
[} 1
1 1
1 }
} 1
1 1
: b VI8 q=150° :

1
| .
: :
1 [}

5) OPERACIONES CON VECTORES: SUMA Y MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Una vez definidos los vectores y gu®piedades se estudian las operaciones que pueden realizarse sobre
ellos. Tal como sucede con los numeros reales, la primera de las operaciones a analizar serd la suma (reste
entre vectored.a suma vectorial viene dada por definicion, es decir, etgonitano que reglamenta el hecho

de tomar dos vectores cualesquiera y obtener un tercero denomunaao_a segunda de las operaciones a
analizar es lanultiplicacion de un vector por un escalar. De igual manera que con la suma de vectores, se
definira elprocedimiento que hace que tomados un escalar y un vector arbitrarios se obtenga un nuevo vector
multiplicando el uno con el otro. En ambas operaciones se estudiara tanto el aspecto geométrico como el
algebraico, los dos imprescindibles al momento ddvesproblemas effrisica. Latranscendencide poder

definir sin ambigliedades tanto la suma vectorial como la multiplicacion de un vector por un escalar se vuelve
radicalmente importante en el estudio deHsgaciosvectoriales.

SUMA (Y RESTA) DE VECTORES: PUNTO DE VISTA GEOMETRICO

Se comienza definiendo la suma vectorial de manera geométrica.

Definicion: (geométrica de suma de vectores)

Sivy w son dos vectores cualesquiera, entoncega v + w es el vectogue se determina como sigue
Coloquese el vectar de modo que su punto inicial coincican el punto terminal de El vectorv +w

se represdn por medio de la flecha qua del punto inicial d& al terminal dew.

En la figura de la izquierda, se h
construido la suma vectorial siguiend
la regla marcada en la definicidan la
figura de la derechae han construido
v, v w lasdos sumasy + w (flechas negrgsy
w + v (flechasblancas); es evident
gque ambos vectores suma coincide
son iguales.AUn mas notable es e
hecho de que el vecteuma cancide
con la diagonal del paralelogramo determinadovppiv al ubicarestos vetorescon origen comun, es decir,
de modo que tengan el mismo punto inickakste procedimiento se lo denomina suma de vectores mediante
el Método del Paralelogramo.
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_____________________________________________________________________________________________

Ejercicios: :
1. Calculeu+v utilizando la definicion y el método del paralelogramo i

a. [u]|=5 a=90° |[V[|=8 b=0° :

b. |u||=5 a=60° IV[|I=8 b=0° i

2. Obtenga |p+v || y verifique graficamnte su resultado. Escriba una conclusion de 5 renglos
cerca de los resultados obtenidos. !

Sivyw son dos vectores cualesquiera, entonces la sustracoiéta entre vectagsse define por

Viw = v+(Tw)

Debeadvertirse que la diferencia de vectores es, al fin yat

cabo, una suma entre el primer vectoy el inverso del -w S -
segundo (Tw). En la figura de la derecha se muestra|el
vectorv en su posicion y la suma dev+(linea a trazos) y
+(iw) (linea sdlida). Luego se construyé w por medio de v
la regla de la sumédefinicibn de sumagntrev y (iw)
uniendo el punto inicial decon el extremo dé w). v=w
Sin embargo, es posiblgbtener la diferencia 1 w, sin
construiri w. Basta con observar que si graficsap w con
origen comun, es decir, si seolocanv y w de modo que
coincidan sus puntos inicialesl vector que va del puntg
terminal dew hacia el puntaderminal dev estambiénel
vectorv 1 w. En la gréfica de la decha abajo, se muestran
en simultaneo los dos métodos de sustraccion: suma del
inverso y vectores con origen comun. Es facil observar gug _ w
v i w es el mismo vector, sin importar el método escog|do
para su construccion.

_____________________________________________________________________________________________

' Ejercicio: !
! 1. Calculeui v sin construiri v).
i a. |ul|=5 a=90° V=8 b=0° :
| b. |ul|=5 a=60° IV||=8 b=0° i

2. Obtenga |li v || y verifique graficamente su resultado.

SUMA (Y RESTA) DE VECTORES: PUNTO DE VISTA ALGEBRAICO

La operadbn de adicion vectoriaés muy facilde llevar a cabo en términos de componentes.

Definicion: (algebraica de suma de vectores)
Siv=(v,,v,) y W=(w,W,)entoncesel vector sumav +Ww viene dado por:

V+w= (Vx’Vy) + (Wx’Wy) = (Vx +Wx’vy +Wy)
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De la misma manera, el vector diferencia

V- W= (Y, V) - (W, W) = (Ve - W,V - W)

Ejercicio:

Sean los vectoras=(4,1) v=(2,5) w=(3,12)

Cdcule por medio de la definicion algebraiaatv, u+w, v+w. Represente graficamente.
Calcule |u+v ||, [lu+w ||, |[v+w || y verifique su resultado graficamente.

Calcule la direccién de los vectonesv, u+w, v+w y verifique sus resultados graficamente.
Repita los ejercicios 1. 2.y 3. parav, wi u, Vi w.

_____________________________________________________________________________________________

PwnNPE

MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR: PUNTOS DE VISTA GEOMETRICO Y
ALGEBRAICO

Es el turno de estudiar la multiplicacion de un vector por un escalast&rsubeccién se analizan ambos
aspectos, el algebraico y el geométrico. Tal y como sucede con el producto entre los numeros reales,
multiplicar un vector poun nimero implica modificael tamafiodel vectortantas veces como el escalar lo
indique. La direcciéon del vector puede verse alterada también por la multiplicacion por un escalar. La
siguiente definicion explica la manera en gaeopera

Definicion: (geométrica de multiplicacion de un vector por un escalar)

Siv es un vector ¥k es el numero real (escalar), entoncegretlucto kv sedefine como el vector cuy.
longitud egk| multiplicado por la longitud d& y cuya direcciores la misma que la de sik > 0 (es decir,
sik es positivo)y opuesta a la de sik < 0 (k negativo) Se definekv =0 si k=0 ¢ v=0.

v / v (12)v
7 7

En la figura puede observarse geométricamente el efecto que tiene el kescalado se produce el producto
entre este escalar y un vectocualquiera. Se observa que cada vez que el vector es multiplicado por un
namero positivo, el nuevo vector aumenta o disgénau tamafio sin cambiar la direccion mientras que
cuando el escalar resulta ser negativo, ademas de modificar el médulo la direccion se invierte.

Algebraicamente, se escribe la siguiente definicion:

Definicién: (algebraicade multiplicacion de un vector por un escalar)

Siv= (vx,vy) es un vector kX es el numero real (escalar), entoncgzretiucto kv se define como el

vector cuya componentes son:

kv =k(Vv,,V,) = (kv ky,)

Ejercicios:
1. (Punto de vista Geométric8ea el vectou tal que su modulo esi||=3 y su @deccién es=p/3.
Dé modulo y direccion de los vectores;, Ru, (5/2)u, T 3u. Represente graficamente.
2. (Punto de vista Algebraic®ado el vectou = (i 3, 2), obtenga los vectoresi,3 2u, (1/2)u,

e _____

(1 7/3)u . Represente graficamente y corrobore que elutndgdireccion del vector resultante s

el correcto.
LA e e e = =
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Las dos operaciones hasta aqui estudjadsaber suma y multiplicacién por un escalar, poseeralgunas
propiedades. Usando métodos algalm® o geométricos es posible demostrar que cada una de las
afirmaciones contenidas en el siguiente teorema son verdaderas.

Teorema: (Aritmética vectorial)

Siu, vyw son vectorsy k,1 son escalaregntonces se cumplen las relaciones siguientes
aju+tv=v+u

b)(u+v)+w=u+(v+w)

cu+0=0+u=u

du+(@iu)=0

e) k(u) = (khu

f)ku+v)=ku+kv

g)(k+Dhu=ku+lu

h)lu=u

6) VECTORESiY j. VECTORES UNITARIOS

Existen dos vectores especiales Bh que nos permiten representar otros
vectores en el plande una forma conveniente. Se denota el vector ol + (0. 1)
simboloi y el vector (0, 1xonel simboloj. .
[
i=(L0) T
c (1,0)

La utilidad de estos dos vectores se refleja en el siguiente ejeSnpéoconsidera = (2, 3) puede escribirse:
2i=2(1,0)=(2,0)
3j =3(0,1) =(0,3)
y sumando ambos resultados:
2i+3=(20)+(03)=(23) ¥
Entonces:

v=(2,3 =2 +3

Definicién: (versores)
SeaR?. Existen dos vectores particulares, denominados versores, a saber,
i=(10)
=01
tales que cailquier vectorv = (vx,vy) en el plano puede escribirse como una combinacion lingal de

V= (vx,vy) =V,i +vyj

De esta manera se cuenta con dos formas de expresar un vector. Por un lado sectiegseritacion en
componentes V =(V,,V,)y por otro larepresentacion como combinacion lineal deiyj, V=V,i+V,j.
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' Ejercicios:

| 1. Escriba los siguientes vectores como combinacion linegy gte

i a. u=(03,2)b. v=(,13) c. w=(2,1) d. z=(0,i4) e. u=(5/20)

! 2. Escriba los siguientes vectores en la representacion en componentes:

a. u=15i+8j b. v=i7i+j c¢. w=12i71 11j d. z=5i e.Vv=i6j
3. Dadosu=15i+8j v=i7i+jyw=12i-11j realice las siguientes operaciones:
a. u+v b.wiu c. Ysv d. Yau

4. Calcule médulo y direccion dey j.

Como se vien los ejercicios anteriores, el pasaje de una representacion a otra es directo. La conveniencia de
representar un vector arbitragauna u otranotaciondebera juzgarse en el momento de resolver el problema

en cuestion.

Por otro lado, el ejercicio amter muestra que la direccién del vecias de
0° y la dej es de 90°. Ademas, el médulo de cada uno de ellos es igug
(uno). Ambos hechos son cruciales al momento de postular que todo
v puede escribirse como combinacién linealide j; en lafigura de la
derechase apreciasta afirmacion de manera geométrieamultiplicacion
del escalary por el vector, wd, resulta erel vectorvy y la multiplicacion
del escalawy por el vectorj , vj, resulta erel vectorvy; sumandcambos
vectoresxii+ wj por el método del paralelogramo se obtiene

Los vectored y j no son los Unicos vectores cuya longitud es igual
(uno). En el plano, existen infinitos vectores de médulo unitario.

Definicion: (vector unitario)

Un vector unitario es un vector de longitud 1 (uno).

En muchas ocasiones es necesaria la definicidandeector unitario en 7
una direccion distinta a la marcada por los gjes. En la figura de la| 14
derecha se muestran los vectoresj. En el cuadrante contenido pdr,,
estos dos vectores pueden encontrarse infinitos vectores unitariod, uno
para cada direa@n contenida entre 0° y 90°. Uno de ellos es el vec tof
marcado en la figura, que se denomintrd al y como puede apreciarse o s
vw = 0,6 yw = 0,8 son las componentes de dicho vec#rtonces, j

= (0,6;08) . Con estos dasoes posible calcular su médulo y direccié oo

0.4
¥=,/06°+08" =1 LEx ; :
tanq:% =13333 A @g=5313°53 2 02 04 06 08 1 12 i

En conclusién, el vector marcado en la figura es el vector unitario en la direccién 53,13°. El procedimiento
puede plantearsela inversa, elegir primero la direccion del vector unitario y luego calcular sus componentes
para escribirlo en su forma algebraica.

En numerosos problemas de Fisica se requiere estudiar un fendmeno y su evolucion a lo largo de una
direccion preestablecdpor un vector dado en el contexto del problema. Si ese vector es no unitario influira
en los resultados finales del probler&asiguiente teorema brinda una herramienta para construir un vector
unitario a lo largo den vector que no lo eBe esta marre, la accion de este vector sera la de direccionar el
analisis del fenémeno sin introducir modificaciones innecesarias y erréneas.
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Teorema: (vector unitario)

-V o : . . .
Sea un vectov tal queVv , 0. Entoncese= ﬂ es un vector unitario que tiene la misma direccion.de
v

Se propone el siguiente bloque de ejercicios a fin de aplicar los coneapérsiesarrollados.

Ejercicios:

, 1. 3. o . — |
1. Verifique que V:§I+7j es un vector unitarioDetermine su direccion. Compruek
graficamente.

2. Digasiv =S‘%,38 es un vector unitario o no. i
¢ - |

3. Dé las componentes del vector unitario en la direccion 75°. Represente graficamente. |
4. Encuentre el vector unitario en la direccion de= 2i i 3j. Represente ambos vectori
graficamente. '

7) PRODUCTO ESCALAR

Tomando dos vectores cualesquiera se ha definido la suma vectorial en la seccion 5). Tomando un vector y un
escalar se definid la multiplicacion por un escalar en esa misma seccion. En esta seccion se definird una nuevs
operacion entre vectores, el prottuescalar.

Tomando dos vectores arbitrarios es posible definir dos tipos de producto entre ellos: el producto escalar y el
producto vectorial. Tal como lo indican sus nombres los resultados obtenidos son un nidmero y un vector,
respectivamentédqui se estblecera lo concerniente al primero de los productos mencionados.

Es posible pensar algunas maneras diferentes de obtener un nimero a partir de dos vectoresy planteand
diferentes operaciones y combinaciones entre sus comporiénéede esas combinacionesulta realmente

atil y permite resolver problemas matematicos y fisicos y es la que viene dada en la siguiente definicién

Definicion: (producto esalar)

Seanu = (Ux, Uy) YV = (W, W) dos vectores. El producto escalar entgev esta definido como:
uQr=uv, +uyv,

El producto escalar se llama con frecuemmiaducto punto o producto interno de vectores. Observ

que el producto escalar emlos vectores da como resultadamumero.

Como puede verse en la definicién, el producto escalar de dos vectores es el nimero que se obtiene de la sum
de los productosntre las componentes correspondientes. El siguiente bloque de ejercicios permite aplicar esta
definicion y ademas comenzar a indagar sobre algunas de las propiedades del producto escalar.

- ]
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! Ejercicios: |
! 1. Dadosu=(2,7 3)yv=(4, 1)calcular: !
! a. u@ b. vl c. ul d vQy !
I Compare los resultados deyab. entre si. I
: Compare el resultado de c. con el modulade :
' Compare el resultado de d. con el module.de :
1 1
1 1
1 1

2. Obtenga los siguientes productos escaldr@s: jQ, iQ.

Los resultados del ejercicio &el bloque anteor invita a pensar en la resoluciéon del producto escalar en la
notaciéon como combinacion lineal de i Yspan dos vectores en el plano:

USUd+Uj V=Wwi+Ww]
En esta notacion el producto escalar entre ellos es:
UQ=(Ud+Uyj) (i +Wj) =i D +uvy iQ +uywiQ +uv jQ

dondesimplemente se ha aplicado la propiedad distributiva para eliminar los paréntesis. Enlevicuel
10=jQ=1yiQ=0, el desarrollo anterior queda:

uQr=u,v, +uyv,

gue corresponde a la definicibn de producto escalar. Sin importar la notacion que se utilice para representar
vectaes, el producto escalar tendra siempre la misma definicion, a saber, la suma del producto de las
componentes correspondientes entre los vectores.

Por otro lado, miltiplicar escalarmente un vector consigo mismo produce un ndmero que no es ajeno al
vector,se trata mas bien del cuadrado de su médig hecho inspira el siguiente teorema.

Teorema: (norma de uwector)

Seav un vector. Entonce|15\/||2 =vQ

En los ejercicios del bloque anterior surge la propiedad conmutativa del producto escalar. El siguiente teorema
expone ésta y el resto de sus propiedades.

Teorema: (propiedades del producto escalar)
Seanu, vy w vectores yc un numero real. Entonces,

u@ 2 0 laigualdad se obtiene si y sélowsF 0
ug=va )
(u+v)Qv=uQv+vQv

(cu) Qr =ulev) =c(u@)

P wohpE

A partir de estos dos teoremas, a saber, el de la norma de un vector y el de las propiedades del productc
escalar, es posible reinterpretar el teorema del coseno de la siguiente manera: sean dos yecyosesqg
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el angulo comprendido entre ellos. El vector que completa el triAngulo oblicuioegtambiénv i u, como
usted podra advertiesta eleccion no es incidente en el resultado final).

El teorema del coseno se escribe para el modulo de|||apartir de [i]| y de ]| de la siguiente manera:
llu- vIF=llulf +]IvIf -2[lull.]lv]|.cosg
y por el teorema de la norma de un vectofdtenulaanterior se reexpresa como:
(u-v)YQu- v)=u+vQr- 2||ull|.|]|v]].cosg
Desarrollando el lado izquierdo de la férmula anterior se obtiene:
u@+vQ- 20 =u@+vQ- 2||ull.||v]].cosy
(observe que para escribir el tercer término del lado izquierdo de la expresion anterior se ha utilizado la

propiedad conmutativa del producto escal@gncelando y simplificando adecuadamente a ambos lados del
igual se obtiene commsultado el siguiente teorema.

Teorema: (angulo entre vectores)
Seanu y v dos vectores distintos del vector cerog®s el angulo entre ellos, entonces:

uly
cosqg=——

Jullv]

Si los vectoresl y v son distintos del vector cero, sus respectivos médulos seran no nulos. Por lo tanto puede
establecerse ureguivalencia directa entre el &ngulo comprendido entre los vectores y el resultado de su
producto_escalar. Algunos resultados se pueden interpretar inmediatamente. Por ejempldy s 0

implica quecosy =0 y por lo tantog=90°, es decirlos vectores son ortogonales. Si =1 implica que

uQy
|ullv]
cosxy =1y por lo tantog=0°, es decirlos vectores son paralelos. Asi, al conocer el producto escalar entre

dos vectores automaticamente se cuenta comtanedtra: el &ngulo entre los vectores.
Ademas de dar el &ngulo entre los vectores involucrados, el teorema gntederescribirse como:

u@ =[uffvjcosy

lo cual indica que el producto escalar puede calcularse a partir de la definiciobn geodetds vectorasy
V.
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Este hecho es sumamente utilFésica y una de sus aplicaciorestableces| calculo delcambio deenerdga

asociado con lemovimiento de los cuerposSuponga que sobre ubjeto actla una fuerza constante
produciendoun desplazaiento desdeina posicion inicialx, hasta una posiciofinal x. La fuerza es una
magnitud vectorial, por lo tanto, es necesario conocer sus dos componentes 0 su modulo y direccion. En el
contexto de este problema, la representacibn mas convenienta gg@niétrica con lo cudd, el vector
fuerza,viene dado por ||F|| 4. De la misma manera, el desplazamidbtaes una magnitud vectorial asi que
gueda determinado poft}|| y & con |X|| = [k T Xo||. El &ngulo comprendl entre estos dos vectores viene

dado porg= |ai b|. Entre todas las caracteristicas y propiedaque pueden estudiarse a partir de este
sistema, na de las magnitudes escalares mas importantes es el Trabajo, cuya definicion viene dada por el
producto escalar entre el vector fuerZny el vector desplazamientbx):

W =F@p>

Haciendo uso del Teorema del &ngulo entre vectores, el trabajo de una fuerza constante puede escribirse
como:

W H|F []|IBx||cosy

Es posible inferir que en virtud de que el factorgcadquiere su maximo valor ag@s 1 cuandog = 0° el

trabajo de la fuaaF sobre el cuerpo es maximo cuando esta actla en la misma direccién del desplazamiento.
En cambio, siy= 90°, luego cog= 0 yW= 0, es decir, el trabajo es nulo cuando la fuerza es perpendicular al
desplazamiento. Ademas, existen valores de Trakmjativos cuando la fuerza y el desplazamiento formen

un angulo superior a 90° (verdauientefigura)

F
F
F 6=0 6> 90°
=0° 6= 90°
’—_'% - . .
X0 Ax Xt Xo Ax Xxr Xo Ax Xt
El vector fuerza y el vector desplazamiento El vector fuerza y el vector desplazamiento El vector fuerza y el vector desplazamiento
son paralelos. El trabajo ¥ es el maximo son ortogonales. El trabajo es nulo. contienen un angulo suerior a 90°. El signo
posible. negativo de cos@indica que el trabajo ¥ es
negativo.

Ejercicios: Encuentre el angulo entre los vecwrasando el teorema anterior. Luego, verifi
graficamente.

1. u=3i+4 V=i-2j

2. u=2i+2 v=2i

3. u=i+2 v = 3i +6j

4. u=(1/2)i+ 3 v=2i1 (1/3)

Otra de las propiedades que posee el producto escalar es que a parti y
puede obtenerse la proyeccion de un vector sobre Sitrautilizar el término
de manera especifica, ya se han estudiado proyecciones de un vector sot ]
previamenteAl calcular las componentes de un veototualquiera, se estar
calculando dos proyecciones: la proyeccion del vecswbre el vector y la
proyecciéndel vectorv sobre el vectoy.

Cuando la proyeccion que uno necesita calcular es la de un veszbre otro
vectorv la manea de proceder viene dada por el siguiente teorema.

|
| Proyeccion de v sobre j

e
|

| Proyeccién de v sobre i

-
| ~

L
= x
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Teorema: (proyeccion)
Seanu y v dos vectores distintos Idesctor cero. La proyeccion desobrev es un vector denotado com
proy,u que se define como:

uly
proy,u=——v
v
b} y
/
/!
u v u !
proy-u
—o X
proyvau v
X

Aplique la formula de la proyeccién de un vector solbre para resolver el siguiente ejercicio.

8) GENERALIZACION AL ESPACIO TRIDIMENSIONAL. DEFINICION DEL VECTOR k.

Hasta el momento se ha trabajado con puntos y vectores en el plano. Ahora se hara una generalizacion a
espacio tridimensionate comienzgor la localizaciéon de puntos en el espacarapbicarunivocamente un

punto en el espacio es necesario dar 3 (tres) nUmeros que corresptndeordenadas yy z, en ese orden,
es decir,

Z
A
P=(a, b, ¢ c X
"~ P=(a, b, ¢)
dondea es la coordenadg, b la coordenady y c es la t
coordenada. Por esta razoén, el espacio tridimensional|? < - | o ol
. ~. -
representa usualmente pB° Se dice entonces que U A N
punto enRE? queda definido por una terna ordenaBa.
tiene por coordenadas & {/, 2). La figura de la derechd X ZV
muestra cémo se ordenan y grafican los 3 ejes coorder
deR?,
‘ De la misma manera, puede trazarse un vector que tenga punto
c =X e e . . .
. / inicial en el origer0=(0, 0, 0) y punto final en un puni=(a,
o b, ¢). Por definicion algebraica de vectores, estpe®scribirlo
-y ; y| entérminos de sus componentes:
- | b
A = v=(a, b, ¢) = (W, Wy, V)
X
-Z
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A partir de las componentes puede obtenerse el médulo del vector utilizando el teorema de Pitdgoras en 3

dimensiones, es decir:
IVl =W’ +v, v,

Para determinar denanera univoca la direccion del vector B sera necesario calcular los 3 angulos
formados por el vector y cada uno de los semiejes positivosa®is el &ngulo entre y el semieje positivo
dex, b es el angulo entre y el semieje positivaley y g es el angulo entre y el semieje positivo dg, la
direccion dev se obtiene a traves de:

v v vV
cosa =—* cosb = cosg=—*%

vl vl vl

gue son los denominadossenos directores.

Las operaciones suma y multiplicatide un vector por un escalar y el producto escalar (con su caracteristica
de determinar el angulo entre dos vectores y la proyeccién de un vector sobre otro completamente arbitrario)
no se alteran, ni en proceso de resolucion ni en sus propiedadesedialentbnces, que las reglas aplicadas

a las operaciones entre vectoredRgrson perfectamente vélidas y trasladabl®' aEl siguiente ejercicio es

un reflejo de ello.

Ejercicios: Dados los vectoresi = (3, 1,74) yv = (i 2, 3, 2)resuelva los siguientes items y represe
graficamente cada uno de ellos.
1. Mdbdulo y direccién del y v.

i 2. u+v= viu= i2u= (172)v = i
! 3. Vecta unitario en direccion dey el vector unitario en direccion de |
| 4. UQy i
i 5. Angulo entreuy v. :
6. proy,u

Para expresar un vector cualquierd®incomo conbinacion lineal de versore

sera util escribiry j en tres dimensiones: T
(0,0,1)
=(1,0,0) 4
=(0,1,0) J 4

|

J ! / ©.1,0) -
. . e, ~ . . . . (1.0.0)

La intuicién senala que en tres dlmenS|oneS, el vector unitario que comp /

terna de versores ,es x

k=(0,0,1)

de manera tal que el vectorE (1, 2, 3) se escribe como combinacion lineal, iek de la siguiente manera:

vV=i+2]j+3Kk

- ]
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9) PRODUCTO VECTORIAL

Anteriormente se definid el producto escalar entre dos vectores. Dicha definiciébn toma dos vectores y arroja
como resultado un namereal (escalar). El producto vectorial es la operacién tal que toma dos vedtses y
multiplica arrojando como resultado un tercer vectha propiedad fundamental del producto vectorial es que

el vector resultantapunta en direccién perpendicular alngddormado por los dos primerdssta es la razén

por la cual el producto vectorial no existe en el plano y debe definirse necesariamente en tres dimensiones.
Esto no quiere decir que no pueda definirse el producto vectorial entre vectores bidimensiadatesios
vectores que pertenecen al plaggpel producto vectorial entre ellos da un vector que apunta en una direccion
perpendicular a dicho plano. Asi, por mas que el producto vectorial se establezca entre vectores en dos
dimensiones, el resultado &eun vector tridimensional y es en ese sentido que no puede definirse este
producto erR?; el resultado no pertenece al playo La manera de resolver un producto vectorish esda

por la siguiente definicion.

Definicién: (producto vectorial)

Seanu =ucit u j+u, K y v=vwit+wj+Vv;,k dos vectores. El producto vectorial enirg v se denota|
como u? v y se calcula de la siguiente manera:

usv= (usz - uzvy)i - (uxvz - uzvx)j + (uxvy B UyVX)k

La figura muestra a los vectoresvy U3 v. Es posible deducir la

3 direccion del vectou® v incluso antes de calcular dicho vector a
partir de la definicién anterio€ualquiera sea la direccion dg de

v, ambos estan contenidos en un unico plano. Eloveg v
resulta ser perpendicular a dicho plano, es decir, es perpendicular
tanto au como av simultaneamente. Ahora bien, el hecho de que

= u3 v sea perpendicular al plano no implica qu&é Vv apunte haa

o arriba como se muestra en la figute? v podria haber sido tal que
apunte hacia abajo. Para determinar el sentido®de se utiliza la

regla de la mano derecha: los dedos de la palma de la mano apuntan en Bnditelcprimer vector del
productou? v, en este caso dey giran hacia el segundo vectar,por el menor angulo. En consecuencia, el
pulgar queda apuntando en la direcciérudev .

Los siguientes ejercicios se panen a fin de aplicar la formula para obtener el producto vectorial y, ademas,
comenzar a conocer algunas de sus propiedades.

Ejercicios(**) : Dados los vectoras= iT j+2k y v=2i+3j1 4 k encuentre:

a. udv b. v3u c. udu d.v30 e u@udv)

Represente graficamente y apligaedgla de la mano derecha para corroborar direccidr?de.
Compare entre si los resultados obtenidos en a. y b.
¢ Qué puede decir a cerca de los resultados de c. d. y e.?

- ]
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Teorema: (propiedades del producto vectorial)
Siu, vy w son vectores cualesquiera en el espacio tridimensyjoniab un escalar cualquieentonces
a)u3v=-(v3u
b) v 0=03v=0
c)ud (v+w)=ud3v+udw
d) (u+v)Ew=u3w+v3w
e) c(u3 v) =(cu)3 v=us3 (cv)
fludu=0
g) uQui v)=vQud v)=0

Resta por analizar la interpretacion geométrica del médulo del producto vectorial. Como todowfewtor,
tiene componentes a partir de las cuales es posible calcular el moduld \de es decir,[u3 v||. Sin
embargo, si no estamos interesados en las componente? vepero si en su mdédulo es posible calcular
|lu3 v| sin necesidad de conocer las componentesigiiente teorema nos dice como.

Teorema: (mddulo del producto vectorial)

Si ges el angulo comprendido entrg v, entonces:

|us v =]ullM sing

Ejercicio: En elbloque degjercicias (**) se dieron los vectores= ii j+2k y v=2i+3ji 4k. Enel
inciso a. se calcul@® v, con lo cual ya se tienen las componentes ¢/ .

2. Calcule |u3 v| a partir deteorema del médulo del producto vectorial.
3. Compruebe que los resultados entre a. y b. sean iguales

Calcule|u? v| a partir de las componente té v.

=

Con el ejercicio anterior se verifica la igualdad
|lud v|=|u[|v|sing para un caso particular. Sin embargo es

posible demostrarla pamualquier par de vectorasy v. ¢Qué
interpretacion geométrica le cabe a la igualdad? Es decir, si se

tuviera que representar graficamentel3 v| ¢qué grafico

resultara? La respuesta esta en el significado geométrico de
|ufv|sing. si se grafican los vectorasy v y se marca el

paralelogramo que contienen se ve (Hukinq es la altura de

dicho paralelogramoAl multiplicar |v|sing por |h|| se esta

multiplicando la base del paralelogramo por taral del mismo lo cual resulta en el tamafio de su Bieho
en otras palabragl médulo de u3 v_es igual al &rea del paralelogramo contenido entre u y v. De esta

manera, conocer el producto vectorial entre dos vectores es equivalente a conocer el area del
paralelogramo que contienen.
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El Teorema del modulo del producto vectorial tiene diferentes aplicaciones en fisica. A continuacion, se aplica
este teorema al contexto del movimiento planetario. Se considera el sistémEe®@: el Sol permanece en

reposo y se ubica en el origen del sistema de coordenadas cartesiano mientras que el planeta Tierra se mue\
alrededor de él en una orbita supuesta
circular. El vectorr es aquel que
representa la distancia entre la Tierra y ”
e Sol. El vector v representa la
velocidad de la Tierra en su viaje
alrededor del Sol. Note quees siempre
perpendicular a la trayectoria de la
Tierra (Orbita circular) w es siempre
tangencial. Asi, los vectoresr y v
contienen un angulo de 90° siempes
decir, son ortogonales.

3

A medida que la Tierra circula alrededor del Sol, los vectoney van cambiando sus componentes, sin
embargo, el médulo de cada uno y el &ngulo entre ellos es siempre constante (bajo la suposicion de una orbite

circular). De esta manera, cuando se desee calctiar|||
sera mucho mas conveniente aplicar el Teorema del
Moédulo del Producto Vectorial en lugar de obtener las
componentesle r3 v y calcular el médulo de este vector a
partir de ellas. ¢Qué significado geométrico tignev|[?

¢ Cual es su interpretacion fisica® analizan dos aspectos
de la cantidad|r3 v|. En primer lugar,el area del
paralelogramo contenido powy v es:

lirs vIElIrllivlI sen 90°=H] [v|

queresulta ser el area de un rectangulo, cuya baseyes
cuya altura ew (o viceversa)Por llevar una velocidad de
médulo constante, el planeta Tierra recorrera la distancia
entre el punto ¥ el punto 2 (vea la figura de la izquierda)
en el mismo intervalo de tiempo que la distancia contenida
entre el punto 3y el punto 4. A su vez, por ser el veater
maddulo constante el area contenida entre el paralelogramo
que formarr y v y la trayectria de la Tierra es siempre la
misma, es decir, el planetaeira barre areas iguales en

iguales intervalos de tiempo en su movimiemeoRotacion.

Esta afirmacién se extiende también para el caso de la verdadera trayectoria que sigue el planetaurierra en
movimiento de traslacion: la elipse. En este caso, el Sol ocupa el lugar de uno de los focos de la elipse y por lo
tanto el vector r no tiene médulo constante; sin embargo, el médulo del vector v también varia de manera tal
gue el area barrida por elapeta a intervalos de tiempo iguales es siempre contante: cuanto menor sea la
distancia entre el Sol y la Tierra mayor sera la velocidad tangencial del planeta.

10) TRIPLE PRODUCTO ESCALAR

El producto escalar y el vectorialgaen combinarse entre si. €dve que dadon conjunto ddres vectores

puede pensarse en tomar dos desella@eterminar el producto vectorial para obtenema resultado un

vector. Este vector resultante puede multiplicarse por medio del producto punto con el tercer vector del
conjunto. El resultado es un nimero y este numero tiene una interpretaciéon geométrica.

Se consideran tres vectores y w enE? que no estén contenidos en el mismo plaomo muestra la figura

de la derechaEsta condicion implica que los tres vectores gormin volumen tridimensional denominado
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paralelepipedo. Para calcular el volumen de cualquier cuerpa

geométrico es necesario multiplicar el area de la base p P
longitud de su altureEl area de la base del paralelepipedo -
calcula a partir del moduldel producto vectorial entre lo
vectoresu y v, [u3 v|, queson los queontienen a la bagse

marca en la figura el vectar® v). Entonces,

uxv

Areadela Base=|u3 v|

La longitud de la alturan del paralelepipedo corregmte al
moédulo del vector que resulta de la proyeccion del vestor
sobreus v. Asi:

v) Qv

3
lluz viP

altura =| proy,.,w| = ‘

‘ (u3 v)Qv v) Qv
[[u® vl

Multiplicando el area de la base por la longitud de la altura se obtiene el volumen del paralelepipedo:

|(u v) Qv

Vol =base altura =||u3 V||||proyu3vw|| =||u3 | lus v||

Vol = (u® v) Qv|

El producto (U3 v)Qv se denominatriple producto escalar o producto mixto y geométricamente
representa el volumen del paralelepipedo contenido por los veatergsvy.

. Ejercicio: Calcule el volumen del paralelepipedo contenido por los siguientes vectores y represent
' graficamente:

1. u=1i4j+5k v=3+4k w=3i+k
2. u=2ii3j+2k v=3i+j+4k w=-4i+k
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UNIDAD N°1: TRIGONO[\/IETRI'A Y VECTORES
TRABAJO PRACTICON®°1

. Utilice las razones trigonométricas para determiaméongitud el lado marcado conx

x
459 °
o 60
30 X
13

. Deje expresadr ey en términos de las razones trigonométricag.de

X
pd £
4
. Resuelva el triangulo oblicuo ABC. Para ello utilice el teorema del seno y/o el teorema del
coseno segun corresponda.

a=30, b=40, /LC=53°

7001\ b=60, c=30, LA=70°
A B a=20, b=25,

e=22

. Determine el ladx o bien el angula utilizando la Ley de los senos o Ley de los cosenos,
segun resulte apropiado.

18 11.

. Represete graficamente los puntd®y Q y trace el vectorPQ. Luego, trasladePQ al

origen del sistema de coordenadas calculando sus componentes. Utilice la definicidén
algebraica de vectores para escribir correctamenectiny.

(5:1) Q=(2;4)
(

a. P=(3;4) Q= (7;7) b. P ;
= d. P=(-1;-4) Q= (3,9

-P=(1-3) Q=32

. Obtenga la magnitud y direccién de los siguientes vectores. Represente graficamente.

V=(44)  cvV=(3-2 e V=(-v2-2) £ V=(-4/32)
v=3f d. v=2E 3f

a.
b.
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7. A continuacion se dan el médulo y direccion de ciertos vectores. Encuentre sus componentes
y represente graficamente:

o, _B o :B
IVIF3 a=7% VL g=7
«, N1 = 2'0
IVIE4 g=p IVIF6  g="
- _p \ 2 _ ,0
IVIF8 =73 IVIF2 =%
8. Seanu’=(293)y V= 4E+ SF. Resuelva lo indicado en cada inciso y represente graficamente.
a) 30 b) U+V’ c)V-u d) - 2v
- .- 33 49 C_ 1 g 1 ¢
9. Demuestre que los siguientes vectores son unltajlgg%;- -0 V=—F—
g g C 5+ V2o 42 F

10.Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion y sentido que el vector dado.
Represente graficamente ambos oeed, el original y el unitario.

a. v=2F+3f b.v=4E6Ff cv=F F  dv=-3F+4f

11.Calcule el producto escalar entre los vectores que se dan en cada inciso.

a u=F+F v=F | b.u=3F V=-7F
c. U=2F3f v=-F+3f d.U=4F+5F v=5F 4f

12.Utilice las propiedades del producto escalar para detarmsinlos siguientes vectores son
ortogonales, paralelos o ninguno de los dos. Compruebe graficamente.

a. U=3E+5f V=-6F 10f b.u=7F V=-23F
c. U=2B+3f v=6F 4f d.U=2F 3f v=-oF+6f
e. U=2F 4F V=-F+3f
13.Calcule proygﬁ'. Represente graficamente:
| - C - = C - C 9 o
a. U7=3E V:ﬁF b.U>=-5F V=E+F
c. U=2B+F v=E 2F d. U=2F+3f V=4E+F

14.Represente graficamente los punBy Q y trace el vectorPQ. Luego, trasladePQ al
origen del sistema de coordenadas calculando sus componentes. Utilice la definicion
algebraica de vectores para escribir correctamente el wector

a. P=(1;21) Q=(-1;-3,5) d. P=(1;2,1) Q= (-1;-3,5)
b. P=(5-3;-5 Q=(0;2;2) e. P=(0;2;,0) Q =(-1,0;2)
c. P=(3:-311) Q=(1;3:5)
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15.Determine magnitud y direccion de los siguientes vectores. Luego, obtenga el vector unitario
correspondiente a cada uno. Represente graficamente.

a. \%:4E+2E+IE e. \%:E ]::+IE

b. v=-3F 5F 3k f. v=2F+5F 7
o U=-2F 3F+sk g. V=2F 3F+ak
4 U=E 7F+3E h v=3E+4F+5k

16.Sean l%= 2F 3]§+ 4 \%: = 3]§+ SIE vk\fz = 7E+3IE. Calcde y represente
graficamente los siguientes vectores:

—

a) U+V b) 20"+ 7V +5W C) V- W d) - 20+3V

17.Calcule el producto escalar entre los siguientes vectores. Luego, determineleleirige
., \ ) , g
ellos y obtenga tambiéproysu. Represente graficamente.

o U=2F 3Fr4E  V=-2F 3fF+sE
U=2F 3F+4E  Ww=E£ 7F+3k
v=-2F 3F+5E  w=F 7F+3k
0=2F 3F+4E  W=F 7F+3E
G=2F 3F+4E  v=3E+4f+ok

® oo T

o

18.Encuentre el producto vectoriall® V. Verifique que U3Vv'=-(V3Uj. Represente
graficamental’, V'y U? V.

U=(L-20) Vv=(C03) b. U
F=(2-3 V=(12) d. 0'=2E 3F v=-9E+6F
U=3E 4F+2€  v=6F 3F+5k

T=E+ 2+ v=-Er6F E

T=E+7F 3€ v=E 7F+3E

@ =~ o o o

19.Determine el area del paralelogramo comprendido entre los vectores que se indican.
Represente graficamente los vectores y sefiale el area calculada.

a u=2F 3f+s5E  v=3F FE
b. U=10F+7F 3k \%:-3E+4F—v3|5
c. U=2F+4F 6  v=-E F+3k

- ]
Profesora Adjunta: Lic. Melina Bordcoch Péagina35
Carreras: Licenciatura en Fisica Profesorado en Fisica



